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基于二次特征值法的矩形薄板的动力稳定性研究
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摘　要：基于ＶｏｎＫａｒｍａｎ薄板大挠度理论，利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ法得到面内周期荷载作用下四边简支矩形薄板的二阶
常微ＭａｔｈｉｅｕＨｉｌｌ型参数振动方程；运用二次特征值法分别求出矩形薄板线性参数振动方程周期为２Ｔ和 Ｔ时的
主要与次要动力不稳定域，并用有限元数值分析方法验证了二次特征值法的精确性，同时定性地分析了主要参

数共振下非线性弹性对系统定态振幅的影响。分析结果表明：① 当激发力频率近薄板两倍自振频率时，薄板发
生强烈的横向参数共振；② 二次特征值法可精确计算矩形薄板发生动力不稳定时对应的频率和激发系数；③ 随
着薄板振幅的增长，非线性的存在抑制了定态振动幅值的无限增长，牵引系统向大频率方向振动，导致振幅稳

定增加或迅速增大的复杂振动状态。
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　　板壳结构在航空、建筑、桥梁、机械等结构中
有着广泛的应用，因此对板壳结构力学行为的研究

受到学者的普遍关注。结构在压力作用下处于平衡

状态，当压力值达到临界荷载时，微小的外部干扰

将会使其发生失稳现象［１］。

例如，２００４年，温州大学体育场看台的板壳
结构在台风 “云娜”的袭击下发生整体破坏的事

故；２００５年，宁波北仑体艺中心板壳结构屋顶在
台风 “麦莎”的作用下出现撕毁破坏事故［２］。所

以揭示板结构在地震、风荷或车辆等动力荷载作用

下的稳定性能亦是当前研究的重要课题。

关于板结构动力稳定性能的研究已有广泛涉

及［３－１３］。例如，鲍洛金［８］在其著作中探讨了面内

受周期荷载作用的板在一定条件下会发生剧烈的参

数共振问题；Ｋｏｎｉｓｈｉ等［９］基于薄板小挠度理论，

研究了不同边界条件下面内受周期变化荷载作用的

矩形薄板的动力稳定性；Ｇａｎａｐａｔｈｉ等［１０］利用Ｎｅｗ
ｍａｒｋ积分和迭代法研究了面内受周期荷载作用的
各向同性和各向异性弹性板的非线性动力不稳定特

性；Ｄｅｙ等［１１］研究了面内周期荷载作用下复合材

料层合板的动力稳定特性，并利用 Ｂｏｌｏｔｉｎ法获得
不同设计参数薄板的主要和次要不稳定域；Ａｍａｂｉ
ｌｉ［１２］分别对不同边界条件下受到面内周期荷载的矩
形薄板的非线性振动进行理论与实验的研究分析；

傅衣铭等［１３］运用谐波增量法研究了四边简支矩形

板在纵横谐载共同作用下非线性动力稳定性问题；

彭凡［１４］采用 Ｂｏｌｔｚｍａｎ积分型本构关系，运用谐波
增量法获得粘弹性板在不同设计参数下的主要不稳

定域。

但目前关于板的动力稳定性的研究主要是采用

近似法来获得动力系统的不稳定域，当动力系统的

激发系数较大以及迭代次数较多时，此方法的计算

结果误差较大［１４］；此外，许多文献中并未考虑阻

尼对矩形薄板动力稳定性的影响，事实上，研究表

明阻尼对结构动力稳定域的结果影响较大，尤其体

现在次要不稳定域的结果中［１５］。本文针对前人研

究的不足，采用二次特征值法精确求出矩形薄板线

性参数振动方程周期为２Ｔ和 Ｔ时的主要与次要不
稳定域，并用有限元数值法验证了二次特征值法的

精确性，同时定性地分析了主要参数共振下非线性

弹性对系统定态振幅的影响。

１　动力系统模型
为探讨薄板在周期荷载作用下的动力稳定性

能，本文选择四边简支、长为 ａ，宽为 ｂ，厚度为
ｈ的各向同性矩形薄板为研究对象 （图１）。并假
设：矩形薄板的加载边在面内可以移动和转动，非

加载边在面内不可动；加载边受周期简谐荷载 Ｐｘ
＝Ｐｏ＋Ｐｔｃｏｓ（ｔ）作用；板的四边无剪切荷载，忽
略板的面内惯性力的作用。

基于ＶｏｎＫａｒｍａｎ薄板大挠度理论，考虑面外
惯性作用以及阻尼的影响，得到板在外部激励作用

下系统的动力方程组为［１６］：
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ｘ２
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式中，ω为板的横向位移函数；φ为板应力函数；ω
为板的密度；ε为阻尼比，ε＝ΩΔ／２π，Δ、Ω分别
为承受纵向力不变分量的板的固有振动阻尼缩减率

和固有振动频率；Ｄ＝Ｅｈ３／１２（１－ν２），Ｅ和ν为材
料的弹性模量和泊松比。

图１　动力系统模型
Ｆｉｇ１　Ｄｙｎａｍｉｃｓｙｓｔｅｍｍｏｄｅｌ

板的非线性振动的边界条件包括侧向边界条件

和面内边界条件。

侧向边界条件 （简支）：

９６
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ｘ＝０，ａ； ω＝
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ｘ２

＝０

ｙ＝０，ｂ； ω＝
２ω
ｙ２
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面内边界条件：

∫
ｂ

０

２φ
ｙ２
ｄｙ＋ｂＰｘ ＝０

２φ
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由薄板振动理论可知，板在振动时沿板长、宽方向

形成屈曲半波，根据屈曲半波数选择其横向振动挠

度函数［１７］：

ωｍｎ ＝∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１
ｆｍｎｓｉｎ

ｍπｘ( )ａ ｓｉｎｎπｙ( )ｂ （５）

本文采用一阶模态Ｇａｌｅｒｋｉｎ逼近进行分析，选取横
向位移函数展开式中的第一项，即

ω１１ ＝ｆ１１ｓｉｎπ
ｘ( )ａ ｓｉｎπｙ( )ｂ （６）

式中，ω１１和ｆ１１分别为基本模态的横向位移和振动
幅值，下标表示板振动时沿板长、宽方向各形成一个

屈曲半波，为简单起见，在下文表述中省略其下标。

将式 （５）和式 （６）代入方程组 （１）的第二
式，可得：

Ｄ４φ＝Ｅ２ｆ
２ π４

ａ２ｂ２ ｃｏｓ
２πｘ
ａ ＋ｃｏｓ

２πｙ( )ｂ （７）

根据应力边界条件 （３）和 （４）求得满足式 （６）
的应力函数：

φ＝Ｅ３２ｆ
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２＋νｘ( )２ ＋Ｅπ
２

１６ｂ２
ｆ２ｘ２ （８）

将应力函数φ代入式 （１）的第一式，并进行伽辽
金积分，得：

ｆ　̈＋２εｆ＋Ｄρｈ
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ａ２
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记ｗ２１ ＝
Ｄ
ρｈ
π２

ａ２
＋π

２

ｂ( )２ ２

，ｗ１为板第一阶固有振动频

率；ｆ表示横向位移函数对时间的一阶导数；ｄ　̈表示
横向 位 移 函 数 对 时 间 的 二 阶 导 数；ｐｃｒ ＝

π２（１
ａ２
＋１
ｂ２
）２Ｄ

（
ｖ
ｂ２
＋１
ａ２
）

，ｐｃｒ为板的一阶屈曲荷载；γ＝

Ｅπ４
１６ρ

３
ｂ４
＋１
ａ( )４ ，γ为板振动时的立方非线性弹性系数。

于是，方程 （８）可表示成以下含非线性项的
ＭａｔｈｉｅｕＨｉｌｌ方程：

ｄ　̈＋２εｆ＋Ω２（１－２μｃｏｓθｔ）ｆ＋γｆ３ ＝０（１０）

式中，Ω２ ＝ｗ １－
ｐ０
ｐ槡 σ
，Ω为纵向力不变分量作用

下板的固有频率；μ＝
ｐｔ

２（ｐｃｒ－ｐ０）
，为振动系统的激

发系数［８］；系统非线性项作用是抑制振幅的无限

增长，由于将横向振动函数代入方程 （９）得出的
非线性方程不易求解，所以本文先运用二次特征值

法求解系统的线性解，即求解以下方程：

ｄ　̈＋２εｆ＋Ω２（１－２μｃｏｓθｔ）ｆ＝０ （１１）
设ｆ具有周期为２Ｔ的周期解展开的傅里叶级数形
式为［８］：

ｆ２Ｔ（ｔ）＝∑
∞

ｎ＝１，３，５
（ａｎｓｉｎ

ｎθｔ
２ ＋ｂｎｃｏｓ

ｎθｔ
２） （１２）

将上式代入式 （１１）内，通过三角变换，使

ｓｉｎｎθｔ２和 ｃｏｓ
ｎθｔ
２的同类项系数相等，得到关于 ａｎ

和ｂｎ的线性方程组 （１３）。
同理，可设ｆ具有周期为Ｔ的周期解展开的傅

里叶级数形式为式 （１４）［８］。
将式 （１４）代入式 （１０），通过三角变换，使

ｓｉｎｎθｔ２和ｃｏｓ
ｎθｔ
２的同类项系数相等，得到关于 ａｎ

和ｂｎ的线性方程组 （１５）。
为使方程组 （１３）、（１５）具有非零解，则其

系数行列式应等于零，从其系数行列式中可知周期

为２Ｔ和周期为Ｔ时ＭａｔｈｉｅｕＨｉｌｌ方程的激发系数μ
和外荷载频率与２倍结构固有频率比 θ／２Ω之间存
在一定的关系，通过进一步的分析可得到周期为

２Ｔ和Ｔ时的动力不稳定域［１８］。

鲍洛金［７］应用连分式的数值方法，对方程组

（１３）和 （１５）的系数行列式进行逐次迭代求得周
期为２Ｔ和Ｔ时的动力不稳定边界。但是，这种方
法在求解过程中需要较大的计算量，每次迭代只能

得出一个不稳定区域的边界线，且在激发系数较大

时，误差较大。为较为准确地得出振动系统的不稳

定域，本文采用二次特征值法求解周期为２Ｔ和 Ｔ
时振动系统的动力不稳定边界。

２　二次特征值法求解方程组
观察周期为２Ｔ时振动系统的方程组，对其系

０７
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数行列式进行分析。

１－ｎ
２θ２

４Ω２
－μ … ０ ０ ０ ０ ０ ０ －Δ

π
ｎθ
２Ω

－μ １－（ｎ－２）
２θ２

４Ω２
… ０ ０ ０ ０ ０ －Δ

π
（ｎ－１）θ
２Ω

０

… … … … … … … … … …

０ ０ … １－９θ
２

４Ω２
－μ ０ －Δ

π
３θ
２Ω

０ ０ ０

０ ０ … －μ １＋μ－θ
２

４Ω２
－Δ
π
θ
２Ω

０ ０ ０ ０

０ ０ … ０ Δ
π
θ
２Ω

１－μ－θ
２

４Ω２
－μ ０ ０ ０

０ ０ …
Δ
π
３θ
２Ω

０ －μ １－９θ
２

４Ω２
０ ０ ０

… … … … … … … … … …

０ Δ
π
（ｎ－１）θ
２Ω

… ０ ０ ０ ０ ０ １－（ｎ－２）
２θ２

４Ω２
－μ

Δ
π
ｎθ
２Ω

０ … ０ ０ ０ ０ ０ －μ １－ｎ
２θ２

４Ω









































２

　

ａｎ
ａｎ－２
…

ａ３
ａ１
ｂ１
ｂ３
…

ｂｎ－２
ｂ





























ｎ

＝０

（１３）

ｆＴ（ｔ）＝ｂｏ＋∑
∞

ｎ＝２，４，６
ａｎｓｉｎ

ｎθｔ
２ ＋ｂｎｃｏｓ

ｎθｔ( )２ （１４）

１－ｎ
２θ２

４Ω２
－μ ．．． ０ ０ ０ ０ ０ ．．． ０ －Δπ

ｎθ
Ω

－μ １－ ｎ－( )２２θ２

４Ω２
．．． ０ ０ ０ ０ ０ ．．． －Δπ

（ｎ－２）θ
Ω ０

．．． ．．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．．

０ ０ ．．． １－１６θ
２

４Ω２
－μ ０ ０ －Δπ

４θ
２Ω ．．． ０ ０

０ ０ ．．． －μ １－４θ
２

４Ω２
０ －Δπ

２θ
２Ω ０ ．．． ０ ０

０ ０ ．．． ０ ０ １ －μ ０ ．．． ０ ０

０ ０ ．．． ０ Δ
π
２θ
２Ω －２μ １－４θ

２

４Ω２
－μ ．．． ０ ０

０ ０ ．．． Δ
π
４θ
２Ω ０ ０ －μ １－１６θ

２

４Ω２
．．． ０ ０

．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．．

０ Δ
π

ｎ－( )２θ
Ω ．．． ０ ０ ０ ０ ０ ．．． １－（ｎ－２）

２θ２

４Ω２
－μ

Δ
π
ｎθ
Ω ０ ．．． ０ ０ ０ ０ ０ ．．． －μ １－ｎ

２θ２

４Ω













































２

　

ａｎ
ａｎ－２
．．．

ａ４
ａ２
ｂ２
ｂ４
．．．

ｂｎ－２
ｂ





























ｎ

＝０（１５）

Ａ１ ＝

１ －μ ．．． ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
－μ １ ．．． ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．．
０ ０ ．．． １ －μ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ．．． －μ １＋μ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ．．． ０ ０ １－μ －μ ０ ０ ０
０ ０ ．．． ０ ０ －μ １ ０ ０ ０
．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．．
０ ０ ．．． ０ ０ ０ ０ ０ １ －μ
０ ０ ．．． ０ ０ ０ ０ ０ －μ １

（１６）

１７
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Ａ２ ＝

０ ０ ．．． ０ ０ ０ ０ ０ ０ －ｎΔ
π

０ ０ ．．． ０ ０ ０ ０ ０ －（ｎ－１）Δ
π

０

．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．．

０ ０ ．．． ０ ０ ０ －３Δ
π

０ ０ ０

０ ０ ．．． ０ ０ －Δ
π

０ ０ ０ ０

０ ０ ．．． ０ Δ
π

０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ．．． ３Δ
π

０ ０ ０ ０ ０ ０

．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．．

０ （ｎ－１）Δ
π

．．． ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

ｎΔ
π

０ ．．． ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

（１７）

Ａ３ ＝

ｎ２ ０ ．．． ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ （ｎ－２）２ ．．． ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．．
０ ０ ．．． ３２ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ．．． ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ．．． ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ．．． ０ ０ ０ ３２ ０ ０ ０
．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．．
０ ０ ．．． ０ ０ ０ ０ ０ ｎ－( )２２ ０

０ ０ ．．． ０ ０ ０ ０ ０ ０ ｎ２

（１８）

方程组 （１４）可利用上面的矩阵表示为：

［Α１］－［Α２］
θ
２Ω
－［Α３］ θ２( )Ω[ ]２ ｛ｘ｝＝｛０｝ （１９）

令｛Ｘ｝＝
θ
２Ω
｛ｘ｝

｛ｘ
{ }

｝

，代入 （１９）式得，

θ
２Ω
［Α３］｛ｘ｝＋［Α１］｛ｘ｝＝

θ
２Ω
［Α３］｛ｘ｝＋

θ
２Ω
［Α２］｛ｘ｝＋（

θ
２Ω
）２［Α３］｛ｘ｝


Α３ Ο

Ο Α[ ]
１

－θ２Ω
Ο Α３
Α３ Α[ ][ ]

２

｛Ｘ｝＝｛０｝（２０）

运用特征值法便可求得周期为２Ｔ时振动系统的不
稳定域边界，同时观察到周期为 Ｔ时的系统方程

不能简单地按上述方法建立求解特征值的相应方

程。由于方程组 （１５）的系数矩阵右下部分 Ｂ０的
奇异性大，影响矩阵的特征值求解，可对该矩阵进

行一次特征值计算，然后将求解得到的特征值重新

加入到总矩阵中并运用上述求解周期为２Ｔ时动力
不稳定边界的方法求解得振动系统周期为 Ｔ时的
动力不稳定边界。

对矩阵Ｂ０进行一次特征值求解，由于该矩阵
对角元素含有实数１，求解时会出现无穷大的特征
值，将无穷大的特征值舍去，得到含有特征值解的

矩阵Ｂ：其中ｋｎ为特征值，将化简后的矩阵 Ｂ重
新加入到总矩阵中，运用二次特征值法求解系数行

列式 （２３）便可得到周期为 Ｔ时的动力不稳定边
界。

２７
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Ｂ０ ＝

１ －μ ０ ．．． ０ ０

－２μ １－４θ
２

４Ω２
－μ ．．． ０ ０

０ －μ －１６θ
２

４Ω２
．．． ０ ０

．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．．

０ ０ ０ ．．． １－ ｎ－( )２２θ２

４Ω２
－μ

０ ０ ０ ．．． －μ １－ｎ
２θ２

４Ω





























２

（２１）

Ｂ＝

ｋ１－
θ２

Ω２
０ ０ ．．． ０ ０

０ ｋ２－
θ２

Ω２
－μ ．．． ０ ０

０ ０ ｋ３－
θ２

Ω２
．．． ０ ０

．．． ．．． ．．． ．．． ．．． ．．．

０ ０ ０ ．．． ｋｎ－１－
θ２

Ω２
０

０ ０ ０ ．．． ０ ｋｎ－
θ２

Ω































２

（２２）

１－ｎ
２θ２

４Ω２
－μ … ０ ０ ０ ０ ．．． ０ －Δ

π
ｎθ
２Ω

－μ １－（ｎ－２）
２θ２

４Ω２
… ０ ０ ０ ０ ．．． －Δ

π
ｎθ
Ω

０

… … … … … … … … … …

０ ０ … １－１６θ
２

４Ω２
－μ ０ －Δ

π
４θ
２Ω

．．． ０ ０

０ ０ … －μ １－４θ
２

４Ω２
－Δ
π
２θ
２Ω

０ ．．． ０ ０

０ ０ … ０ Δ
π
２θ
２Ω

ｋ１－
θ２

Ω２
０ ．．． ０ ０

０ ０ …
Δ
π
４θ
２Ω

０ ０ ｋ２－
θ２

Ω２
．．． ０ ０

… … … … … … … … … …

０ Δ
π
（ｎ－２）θ
２Ω

… ０ ０ ０ ０ ．．． ｋｎ－１－
θ２

Ω２
０

Δ
π
ｎθ
Ω

０ … ０ ０ ０ ０ ．．． ０ ｋｎ－
θ２

Ω２

＝０ （２３）

３　动力不稳定性分析
基于以上理论分析，利用 ＭＡＴＬＡＢ编制程序，

计算图１所示薄板模型的动力不稳定域。本文选取
如下计算参数，即四边简支板薄板的长 ａ＝１ｍ，
宽ｂ＝０８ｍ，厚度 ｈ＝５ｍｍ；材质为铝材：弹性
模量Ｅ＝６９×１０１０Ｐａ，泊松比 ｖ＝０３３，密度 ρ＝
２７００ｋｇ／ｍ３；阻尼比ε＝００１。有限元模型见图２。

图３、４为矩形薄板一对边在面内受到周期荷

载作用并考虑阻尼影响，周期解分别为 ２Ｔ（θ＝
２Ω／ｋ，ｋ＝１，３，５，７，９）和 Ｔ（θ＝２Ω／ｋ，ｋ＝
２，４，６，８，１０）时前五阶动力不稳定域 （阴影

部分），其中横坐标表示外荷载作用频率 θ与２倍
薄板固有频率 Ω比值的变化，纵坐标表示外荷载
ｐｔ与薄板屈曲荷载 Ｐｃｒ比值的变化，虚线是利用近
似迭代法得到的主要不稳定域解［７］。由图３和图４
可知，面内受周期荷载作用的矩形薄板除了会发生

周期为Ｔ的强迫共振外，还会发生周期为２Ｔ的强

３７
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烈横向参数共振；此外，主要不稳定域和次要不稳

定域的激发系数起始值大于零，这是由于考虑阻尼

影响导致的，通常，若不考虑阻尼影响不稳定域激

发系数的起始值为零［１５］；此外，从图３和图４中
可以看出，在阻尼相同时，主要不稳定域的起始值

与激发系数原点的距离远小于次要不稳定与激发系

数原点的距离，即阻尼对次要不稳定域的影响较主

要不稳定域明显；图３和图４亦表明随着频率比的
降低，不稳定域逐渐减小，当阻尼一定时，较小的

激发系数就可使薄板出现主要不稳定域，而不会出

现次要不稳定域，即只有当激发系数较大时才会出

现次要不稳定域；当激发系数较大时，由二次特征

值法求解得到的解与近似法求解结果差异较大，在

求解过程中迭代法用先前计算得到的结果代入到求

解下一个不稳定区域的计算当中，使得误差逐级累

加并且所需计算量较大，而二次特征值法的精度随

着所选取的谐波数的增加而增加。

为了验证二次特征值法的正确性，利用有限元

软件ＡＮＳＹＳ对该简支薄板模型进行瞬态仿真模拟
分析。根据图１所示薄板模型的四边简支边界条
件，ＡＮＳＹＳ建模时可约束四边面外的自由度Ｕｚ，并
分别约束平行于Ｘ轴的对称轴面内平动自由度 Ｕｙ
和平行于Ｙ轴的对称轴面内平动自由度 Ｕｘ。结合
ＡＮＳＹＳ在求解过程中的计算量与精确度，将薄板
单元网格的大小设为２５ｍｍ。

图２　薄板有限元模型
Ｆｉｇ２　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆｔｈｉｎｐｌａｔｅ

考虑到在次要不稳定域中的薄板振动幅值较

小，不能凸显薄板在动力荷载作用下的不稳定性，

故在图３、４中的主要不稳定域中选取点Ａ（０６５，
０６）、Ｂ （１，２６，０６）、Ｃ （０３６，０６）、Ｄ
（０５２，０６）来验证本文方法的准确性。通过计
算得到该矩形薄板的自振频率为３１１Ｈｚ，以上所

选取点对应的外荷载作用频率分别为θＡ＝４０４Ｈｚ，
θＢ＝７８４Ｈｚ，θＣ＝２２４Ｈｚ，θＤ＝３２３Ｈｚ，根据各
点对应的激发系数取周期外荷载幅值 ＰｔＡ＝ＰｔＢ＝
ＰｔＣ＝ＰｔＤ＝３４Ｎ，令外荷载恒值 Ｐ０等于零，分别
编写相应的 ＡＮＳＹＳ命令流，对受到简谐荷载作用
下的矩形薄板进行定频模拟分析，得到点 Ａ、Ｂ、
Ｃ、Ｄ的时域图５－图８。

图３　周期为２Ｔ时的前五个动力不稳定域
Ｆｉｇ３　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｆｉｖｅｄｙｎａｍｉｃａｌｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙｄｏｍａｉｎｓ

ｉｎａｐｅｒｉｏｄｏｆ２Ｔ

图４　周期为Ｔ时的前五个动力不稳定域
Ｆｉｇ４　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｆｉｖｅｄｙｎａｍｉｃａｌｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙｄｏｍａｉｎｓ

ｉｎａｐｅｒｉｏｄｏｆＴ

图５　点Ｂ的瞬态响应
Ｆｉｇ５　ＴｒａｎｓｉｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｐｏｉｎｔＢ
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图６　点Ａ的瞬态响应
Ｆｉｇ６　ＴｒａｎｓｉｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｐｏｉｎｔＡ

图７　点Ｄ的瞬态响应
Ｆｉｇ７　ＴｒａｎｓｉｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｐｏｉｎｔＤ

图８　点Ｃ的瞬态响应
Ｆｉｇ８　ＴｒａｎｓｉｅｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｐｏｉｎｔＣ

由图３和图４可知：点 Ｂ和点 Ｄ位于本文方
法计算得到的不稳定域之内而位于近似法求解得到

的不稳定域之外，结合此两点的响应图可知，在与

点Ｂ对应的激发系数和频率比相同的动力荷载作
用下，薄板处于不稳定的跳动状态，当该动力荷载

持续作用于薄板时将会发生动力失稳［８］，同样，Ｄ
点也是如此；同时观察到点 Ａ和点 Ｃ位于本文方

法计算得到的不稳定域之外而位于近似法求解得到

的不稳定域之内，结合此两点的响应图可知，在与

点Ａ对应的激发系数和频率比相同的动力作用下，
薄板发生相对于板厚为微小振幅的稳定状态，没有

发生失稳现象，Ｃ点亦然。综上可知，二次特征值
法比近似法更能准确地反映动力系统发生失稳时激

发系数与外荷载作用频率的关系。

对于非线性项对系统振动的影响，本文从定性

的角度去分析。当只考虑主要共振时时，设 ｆ＝
ａｓｉｎθｔ／( )２＋ｂｃｏｓθｔ／( )２，并将其代入式 （１０），令

ｓｉｎ（θｔ／２）和ｃｏｓ（θｔ／２）的同类项系数相等，可得：

Ａ＝ ２Ω
３槡γ

θ２

４Ω２
－１± μ２－

θ２

４Ω２
Δ２

π槡槡 ２ （２４）

式中，Ａ＝ａ２＋ｂ２，表示定态振动的振幅；Δ、Ω同
式 （１），γ同式 （９）。通过计算可得：λ＝６２２×
１０８；Ω＝２π×３１１＝１９５４；μ＝ｐｔ／２Ｐｃｒ＝０６，
取阻尼比为 ００１，将相关系数代入式 （２４）中，
可得含定态振幅与频率比的非线性变化趋势。

在周期荷载作用下，由线性系统所求的振幅是

无限增长的，但这与实际的情况不相符合。由点Ｂ
的响应图可知，动力系统发生参数共振时薄板的最

大的位移为１２２５ｍｍ，根据点 Ｂ的定态振幅与频
率比的关系曲线 （图９），可知点 Ｂ位于稳定解的
上方；同理可知处于平稳状态的点 Ａ则位于稳定
解的下方，表明当薄板发生参数共振时动力系统表

现出了强烈的非线性特征，有效抑制了定态振动幅

值的无限增长，牵引系统向大频率方向振动，导致

系统处于振幅稳定增加或迅速增大的复杂振

动状态。

图９　非线性系统下定
态振幅与频率比的关系

Ｆｉｇ９　Ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｓｔｅａｄｙａｍｐｌｉｔｕｄｅａｎｄ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｔｉｏｉｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍ
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４　结　论
本文基于 ＶｏｎＫａｒｍａｎ薄板大挠度理论，利用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ法得到面内周期荷载作用下四边简支矩形
薄板的二阶常微分 ＭａｔｈｉｅｕＨｉｌｌ型参数振动方程，
运用二次特征值法和 ＡＮＳＹＳ有限元数值方法分析
了矩形薄板的动力不稳定性，可以得出以下结论：

１）二次特征值法可精确计算矩形薄板发生动
力失稳时的主要不稳定域和次要不稳定域，较其他

计算方法精度高。

２）当外荷载作用的频率与薄板的固有频率的
比值在两倍附近时，面内受到周期荷载作用的矩形

薄板除了会发生强迫共振外，还可能引发强烈的横

向参数共振现象。

３）随着频率比的降低，矩形薄板的不稳定域
逐渐减小；阻尼对次要不稳定域的影响比较明显，

当阻尼一定时，较小的激发系数就可使薄板出现主

要不稳定域，而不会出现次要不稳定域，即只有当

激发系数较大时才会出现次要不稳定域。

４）在薄板振动过程中，非线性因素随着振动
系统振幅的增长开始发生作用，其主要的作用是抑

制定态振动幅值的无限增长，牵引系统向大频率方

向振动，逐渐远离发生参数共振的频率段，导致系

统处于振幅逐渐减小或增大的复杂振动状态。
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